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3 群の定義
• 3-1 : Z/mZの演算
m > 1を自然数とする. ここでは, Z/mZの演算について考察してみよう. Z/mZの和は, 写像

+ : Z/mZ× Z/mZ −→ Z/mZ; (a, b) 7−→ a+ b

であった. このとき, 次の 3つの性質を満たすことが確認できる.

命題 3.1. m > 1を自然数とする. このとき, 以下の性質が成り立つ.

(1) 任意の x, y, z ∈ Z/mZに対して, (x+ y) + z = z + (y + z)である.

(2) 任意の x ∈ Z/mZに対して, x+ 0 = 0 + x = xである.

(3) 任意の x ∈ Z/mZに対して, ある y ∈ Z/mZで x+ y = 0 = y + xとなるものが存在する.

証明. (1) 任意の x, y, z ∈ Z/mZ に対して, x = a, y = b, z = c となるような a, b, c ∈ Z が存在する. この
とき,

(x+ y) + z = (a+ b) + c = a+ b+ c = (a+ b) + c = a+ (b+ c) = a+ b+ c = a+ (b+ c) = x+ (y + z).

(2) 任意の x ∈ Z/mZに対して, x = aとなるような a ∈ Zが存在する. このとき,

x+ 0 = a+ 0 = a+ 0 = a = x, 0 + x = 0 + a = 0 + a = a = x.

(3) 任意の x ∈ Z/mZに対して, x = aとなるような a ∈ Zが存在する. このとき, y = −a ∈ Z/mZを考え
れば

x+ y = a+−a = a− a = 0, y + x = −a+ a = −a+ a = 0.

以上で (1), (2), (3)が証明された. 2

例 3-1 m = 5としよう. このとき, 命題 2.3より Z/5Z = {0, 1, 2, 3, 4}である. このとき, Z/5Zのそれぞ
れの元に対する和を計算すると, 以下の表のようになる. ただし, 1列目の aと 1行目の bの和 a+ bをそれぞ
れ計算したものを表している.

+ 0 1 2 3 4

0 0 1 2 3 4

1 1 2 3 4 0

2 2 3 4 0 1

3 3 4 0 1 2

4 4 0 1 2 3

このように, 演算の結果を表にしてまとめたものを 演算表 という.

• 3-2 : 群の定義と具体例
命題 3.1の状況の骨組みを抜き出して公理化したものが「群」である.

空でない集合 Gに対して, 写像 ∗G×G −→ Gを Gの 二項演算 という. (a, b) ∈ G×Gのこの写像による
像を a ∗ b, あるいは単に abとかく. このとき, 集合 Gに 1つの二項演算が与えられているといい, (G, ∗)で表
す.
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例 3-2 (1) (N,+), (Z,+), (Q,+), (R,+), (C,+) は二項演算の例である. また, 積に関して (N, ·), (Z, ·),
(Q, ·), (R, ·), (C, ·)も二項演算の例である.

(2) kを Rまたは Cとする. Matn(k)を成分が kの要素であるような n次正方行列全体とする. このとき,

行列の和と積に関して (Matn(k),+), (Matn(k), ·)は二項演算である.

(3) m を 1 より大きい整数とする. このとき, 2 章で導入した演算 +, · についてこのとき, (Z/mZ,+) と
(Z/mZ, ·)は二項演算である.

(4) I ⊂ Rを区間とする. このとき, I 上の C∞ 級関数全体を C∞(I)とおく. このとき, f, g ∈ C∞(I)に対
して,

(f + g)(x) := f(x) + g(x), (f · g)(x) := f(x)g(x), x ∈ I

と定めると, (C∞(I),+), (C∞(I), ·)は二項演算である.

(5) X を空でない集合とする. Map(X,X)で X から X 自身への写像全体とする. このとき, 合成 ◦に関し
て (Map(X), ◦)は二項演算である.

定義 3.2. 空でない集合 Gに 1つの二項演算 ∗が与えられていて, 次の条件を満たすとき, Gは演算 ∗に関し
て 群 であるという.

(G1) 二項演算 ∗は 結合法則 を満たす. すなわち, 任意の x, y, z ∈ Gに対して,

(x ∗ y) ∗ y = x ∗ (y ∗ z)

を満たす.

(G2) Gの特別な元 e ∈ Gが存在して, 任意の x ∈ Gに対して e ∗ x = x = x ∗ eを満たす. このような eを G

の 単位元 という.

(G3) 任意の x ∈ Gに対して, ある y ∈ Gが存在して x ∗ y = e = y ∗ xをいたす. このような y を xの 逆元 と
いう.

以降, 単に G が群である, という場合には G 上のある二項演算 ∗ で群であるときをいい, この演算を G の
積 と呼ぶ. 群 Gの要素の数を |G|と表し, これを Gの 位数 という. ここで, |G| = ∞もあり得る.

例 3-3 (1) 通常の和に関して, Z, Q, R, Cは群をなす. ただし, Nは和に関して群をなさない. 実際, 2 ∈ N
の逆元は自然数ではないからである. また, 通常の積に関しては N, Z, Q, R, Cのいずれも群をなさない. なぜ
ならば, 単位元は 1であるが, 0に逆元が存在しないからである.

一方, Q∗ := Q \ {0}, R∗ := R \ {0}, C∗ := C \ {0}はいずれも積に関して群となる. この C∗ は トーラス
とも呼ばれる.

(2) kを Rまたは Cとする. Matn(k)を成分が kの要素であるような n次正方行列全体とする. このとき,

行列の和に関して Matn(k)は群をなす. 実際, 行列の和は結合法則を満たすので, (G1)を満たす. 単位元は零
行列 Oをとればよいので (G2)を満たす. 任意の X ∈ Matn(k)に対して, X は逆元 −X をもつ. これは, 行列
の積に関しては群をなさない.

(3) kを Rまたは Cとする. n次正則行列全体をなす集合を GLn(k)とおく. これは行列の積に関して群を
なす. 実際, 行列の積は結合法則を満たすので, (G1)を満たす. 単位元は単位行列 En をとればよいので (G2)

を満たす. 任意の X ∈ GLn(k)に対して, X は正則なので逆行列 X−1 が存在するが, これが X の逆元である.

GLn(k)は 一般線形群 と呼ばれる. これは, 行列の和に関しては群をなさない. 実際, 行列の和は GLn(k)上の
二項演算ではない.

(4) mを 1より大きい整数とする. このとき, 2章で導入した和 +について, 命題 3.1より Z/mZは群をな
す.
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レポート 3-1 集合 Z を絶対値が 1となる複素数全体, すなわち

Z = {z ∈ C | |z| = 1}

とする. Z は複素数の積に関して群をなすことを示せ.

命題 3.3. 集合 Gが群であるとする. このとき, Gの単位元 eはただ一つに定まる. また, xの逆元 y は xに
対してただ一つに定まる.

証明. 単位元の一意性を示す. e, e′ ∈ Gを共に Gの単位元であるとすると, e′ は単位元であるから e = e ∗ e′

である, 一方, eも単位元なので e ∗ e′ = e′. 従って e = e′ となる. よって単位元の一意性が示された.

任意に x ∈ Gをとり, y, y′ ∈ Gが共に xの逆元であるとする. このとき, y が xに逆元なので x ∗ y = eで
ある. これの両辺に左から y′ をかけると, y′ も xの逆元であるから

y′ ∗ x ∗ y = y ∗ e ⇐⇒ y′ = y

である. よって xの逆元は一意的である. 2

レポート 3-2 Gを群とする. このとき, 任意の a, b ∈ Gに対して

(ab)−1 = b−1a−1

であることを示せ.

• 3-3 : 対称群
自然数 nに対して, Xn = {1, 2, . . . , n}とおく. Xn から Xn への全単射写像 ρ : Xn → Xn の全体の集合を

Sn で表す. ρ ∈ Sn によって i ∈ Xn が ρ(i) ∈ Xn にうつるとき, これを

ρ =

(
1 2 · · · n

ρ(1) ρ(2) · · · ρ(n)

)
という記号で表す. ρ ∈ Sn をひとつ決めれば, ρ は全単射なので (1, 2, . . . , n) の順列がただ一つ定まるので
|Sn| = n! である.

例 3-4 (1) n = 2のとき, S2 は次の 2つの元からなる集合である.

e =

(
1 2
1 2

)
, σ1 =

(
1 2
2 1

)
.

(2) n = 3のとき, S3 は次の 6つの元からなる集合である.

e :=

(
1 2 3
1 2 3

)
, σ1 :=

(
1 2 3
2 3 1

)
, σ2 :=

(
1 2 3
3 1 2

)
,

τ1 :=

(
1 2 3
1 3 2

)
, τ2 :=

(
1 2 3
3 2 1

)
, τ3 :=

(
1 2 3
2 1 3

)
.

さて, 集合 Sn 上の二項演算を写像の合成で定める. つまり, σ, τ ∈ Sn に対して,

στ := σ ◦ τ

で定める. つまり,

στ =

(
1 2 · · · n

σ(τ(1)) σ(τ(2)) · · · σ(τ(n))

)
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と定義する.

例 3-5 S3 において, σ1 と τ1 の積を計算してみよう.

σ1τ1(1) = σ1(1) = 2, σ1τ1(2) = σ1(3) = 1, σ1τ1(3) = σ1(2) = 3

だから
σ1τ1 =

(
1 2 3
2 1 3

)
= τ3

である. また,
τ1σ1(1) = τ1(2) = 3, τ1σ1(2) = τ1(3) = 2, τ1σ1(3) = τ1(1) = 1

だから
τ1σ1 =

(
1 2 3
3 2 1

)
= τ2

である. 特に, σ1τ1 6= τ1σ1 である.

補題 3.4. 写像 f : X → Y , g : Y → Z, h : Z → W に対して,

(h ◦ g) ◦ f = h ◦ (g ◦ f)

が成り立つ. すなわち, 写像の合成は結合法則を満たす.

証明. 任意の x ∈ X に対して,

(h ◦ g) ◦ f(x) = (h ◦ g)(f(x)) = h(g(f(x))), h ◦ (g ◦ f)(x) = h((g ◦ f)(x)) = h(g(f(x)))

だから (h◦g)◦f(x) = h◦ (g ◦f)(x)が示された. x ∈ X は任意だったので, 写像として (h◦g)◦f = h◦ (g ◦f)
である. 2

定理 3.5. Sn は写像の合成に関して群をなす. このようにして群とみなした Sn を n次対称群 と呼ぶ.

証明. Sn における写像の合成が (G1), (G2), (G3)を満たすことを示せば良い.

(G1)：補題 3.4より, 写像の合成は結合法則を満たすので, 任意の σ, τ, ρ ∈ Sn に対して (στ)ρ = σ(τρ)で
ある.

(G2)：e =

(
1 2 · · · n

1 2 · · · n

)
をとれば, 任意の ρ ∈ Sn に対して,

ρe =

(
1 2 · · · n

ρ(1) ρ(2) · · · ρ(n)

)(
1 2 · · · n
1 2 · · · n

)
=

(
1 2 · · · n

ρ(1) ρ(2) · · · ρ(n)

)
= ρ

eρ =

(
1 2 · · · n
1 2 · · · n

)(
1 2 · · · n

ρ(1) ρ(2) · · · ρ(n)

)
=

(
1 2 · · · n

ρ(1) ρ(2) · · · ρ(n)

)
= ρ

である. 従って単位元 eが存在する.

(G3)：任意に ρ ∈ Sn をとれば, ρ：Xn → Xn は全単射なので, 逆写像 ρ−1 が存在する. このとき,

ρρ−1 =

(
1 2 · · · n

ρ ◦ ρ−1(1) ρ ◦ ρ−1(2) · · · ρ ◦ ρ−1(n)

)
=

(
1 2 · · · n
1 2 · · · n

)
= e

ρ−1ρ =

(
1 2 · · · n

ρ−1 ◦ ρ(1) ρ−1 ◦ ρ(2) · · · ρ−1 ◦ ρ(n)

)
=

(
1 2 · · · n
1 2 · · · n

)
= e

となる. 従って, ρの逆元は ρ−1 である.

以上で Sn は写像の合成に関して群をなす. 2

レポート 3-3 3次対称群 S3 において, 演算表を作成しなさい. また, それぞれの元に対する逆元を求めよ.
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